Résolution des problemes de plus court chemin - exercices- corrigé

I Le graphe qui permet de modéliser ce probleme est analogue a celui vu dans le cours.

C'est un graphe de 7 sommets numérotés de 0 a 6.

Les arcs sont tous les arcs possibles de i a j avec j>i.

L'arc (i, j) correspond a l'acquisition d'un véhicule en début de période i+1 et a sa revente en fin de
périodej.

Le cotit correspondant a cet arc est donné par :

Prix d'achat + entretien sur les périodes i+1, ..., j - Revente en fin de période j

Compte tenu des valeurs numériques les cott c; des arcs (i, j) sont donnés dans le tableau suivant :
(Il suffit de calculer la premiére ligne qui correspond a ce qu'il en cotite de garder le véhicule 1, 2 ...ou
6 ans puisque les cotits ne dépendent pas de la période)

1 2 3 4 5 6

0 6600 9600 15 200 19 600 24 800 31 200
1 6600 9 600 15200 19600 24800
2 6600 9 600 15200 19600
3 6600 9600 15200
4 6600 9600
5 6 600
6

Le graphe obtenu est sans circuit. Pour résoudre le probléme on peut appliquer l'algorithme de
Bellman.

Sommet0:1(0)=0

Sommet1: (1) = 6600 pere(1) =0

Sommet 2 : 2 prédécesseurs 0 et 1 A(2) = Min (9600, 6600+6600 ) = 9600 pere(2) = 0

Sommet 3 : 3 prédécesseurs, A(3) = Min (15 200, 6 600+ 9 600, 9 600 + 6 600) = 15 200 pere(3) =0
Sommet 4 : 4 prédécesseurs , A(4) = Min ( 19 600, 6600 + 15 200, 9 600 + 9600, 15 200 + 6 600 ) = 19 200
pere(4) =2

Sommet 5 : 5 prédécesseurs

M5) =Min (24 800, 6 600 + 19 600, 9600 + 15 200, 15 200 + 9 600, 19 200 + 6 600 ) = 24 800

Pere (5)=0,20u3

Sommet 6 : 6 prédécesseurs

M(6) = Min ( 31200, 6 600 + 24 800, 9 600 + 19 600, 15 200 + 15 200, 19 200 + 9 600, 24 800 + 6 600 )
=28 800

Pere(6) = 4

Par exemple, pour le sommet 3, on calcule :
Min(X (0) +1(0,3) , A (1) +1(1,3) , & (2) +1(2,3))
A(0) A(1) A(2) ont été calculés auparavant.
A(0)=0 A(1)=6600 A (2)=9600

Les longueurs 1(i,j) sont lues dans le tableau.

Finalement le cotit minimal est de 28 800.

Pour cela il faut garder le dernier véhicule 2 ans (pere(6) =4) , le précédent 2 ans ( pere(4) =2) et le
premier 2 ans.

Donc la politique optimale sur 6 ans, avec cette structure de cotit, est de remplacer le véhicule tous les
2 ans.
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II Dans le cas a) comme dans le cas b) le graphe est sans circuit. Pour résoudre le probléme on utilise

l'algorithme de Bellman.

On passe les sommets dans l'ordre chronologique, ce qui fait que chacun est examiné apres ses

prédécesseurs.

Dans le premier cas le calcul est fastidieux. Il est beaucoup plus rapide dans le second.

11 faut d'abord calculer le cotit associé a chaque arc.
10+4 + 4 10+4+4

10+8+4

—>
10+2 @ 10+2

Par exemple pour (1,3) :

— O\ —>
10+4 10+ 4
Cotit fixe 10

Cott variable : 4 unités avec un cotit unitaire de production de 1
Cott de stockage : 2 unités avec un cofit unitaire de stockage de 2
Pour (2,4 ) : idem sauf que le cotit unitaire de production est passé a 2.

Application de l'algorithme de Bellman :

AM0)=0

Al)=12 pere(1) =0
AM2)=Min (12 +A(1),18)=Min ( 24, 18) =18 pere(2) =0
A(B)=Min (18+A(1),14+A(2))=Min (30,32) = 30 pere(3)=1
M4) =Min 22+ A(2),14 +A(3)) =Min (40,44) =40 pere4)= 2

Le cotit de la politique optimale est de 40.

4 a pour pere 2 qui a pour pére 0.

Le plus court chemin de 0 a 4 est le chemin 0 -2 - 4.

11 faut produire 4 unités en période 1 et 4 unités en période 3.

I11 Les longueurs sont positives, on pourrait appliquer l'algorithme de Moore Dijkstra, mais on peut
vérifier que ce graphe est sans circuit auquel cas il vaut mieux appliquer l'algorithme de Bellman qui
est plus performant.

L'ordre d'examen des sommets est :

s,a, d, g b e h p

(Conseil : indiquer a coté de chaque sommet les différentes étiquettes)

On trouve :

s d g b e h P
Mx) 0 2 4 4 6 6 7
Peére(x) // s s a d g h
2 - Pour déterminer le plus long chemin, il faut remplacer max par min. On trouve :

s d g b e h p
A(x) 0 6 10 14 16 17
Pere(x) // d d b e eouh
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3 - Pour déterminer le chemin dont la difficulté maximale est la plus faible possible, on utilise le
méme type de raisonnement que dans les 2 cas précédents.

Par exemple, si on a un chemin dont la difficulté maximale pour arriver en b est de 3, la difficulté
maximale pour arriver jusqu'en p en passant par b sera de max( 3, 5).

On prendra bien str pour arriver en b le chemin dont la difficulté maximale est la plus faible possible.

Pour calculer la difficulté maximale la plus faible possible L(x) pour arriver a un sommet, il suffit de
connaitre la difficulté maximale la plus faible possible A(y) pour arriver a chacun de ses prédécesseurs

et comparer avec la difficulté du dernier arc.

D'ot1 la formule a appliquer :
A(x) = min ( max(A(y), I(y,x) ) le min étant pris sur tous les prédécesseurs y de x.

On a remplacé la somme de A(y) et 1(y,x) par le max de A(y) et I(y,x).

On obtient :

s a d g b e h P
MX) 0 1 2 3 3 4 3 3
Peére(x) // s soua d a doub g h

Par exemple, on peut arriver en p avec une difficulté qui ne dépasse pas 3.
Pour arriver en p, il faut venir de h, puis de g, puis de d puis de s ou de a.
sd ghp estun chemin dont la difficulté maximale est de 3 et c'est la plus faible possible.

IV Le graphe posséde un circuit et des arcs de longueur négative.
On peut appliquer 1'algorithme de Ford-Bellman.

a b C d e f
Initialisation 0 +00 +00 +o0 +o0 +00
Itérationl // 4(a) 1(a) 2(b) 5(b) 5(d)
Itération 2 // 2(c) -- 0(b) 3(b) 3(d)
[tération 3 // -- -- -- -- -

A chaque itération on passe en revue tous les sommets et on compare leur marque a celle de leurs
prédécesseurs.
On s'arréte lorsqu'aucune marque n'est modifiée.
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